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Ce travail qui est la suite de [2, 31 applique les resultats de diffe- 
rentiabilite des fonctions finement harmoniques au cas des fonctions 
finement holomorphes d’une variable complexe. Une definition des 
fonctions finement holomorphes a CtC proposee par B. Fuglede ([4]), 
(voir Sect. 2). Nous introduisons une definition, qui semble plus 
faible, a la Section 2: une fonction est de la classe O(U) si elle est 
finement harmonique sur U et si 8j = 0 sur U. Le resultat obtenu 
est le suivant: si f est finement holomorphe (au sens de Fuglede), 
elle a des derivees de tout ordre en tout point de I’ouvert fin U qui 
sont de la classe O(U). A la Section 3, nous demontrons une propriete 
d’approximation en moyenne des fonctions de la classe O(U) par des 
fonctions holomorphes. Dans le cas des algebres de fonctions R(K) 
oh K est compact de @, on obtient alors les consequences suivantes: 
tout point de K’ interieur fin de K admet un voisinage fin ou les 
derivees f(p) sont continues (au sens ordinaire) et ou elles s’ap- 
proximent en moyenne L’ (pour tout 1 < r < + co) par des fonctions 
holomorphes. Au Section 4, nous obtenons des resultats de derivation 
ponctuelle, c’est-a-dire que les derivees des fonctions finement 
holomorphes peuvent s’interpreter comme limites de quotients 
differentiels au sens usuel. 
1. PRELIMINAIRES SUR LA DBRIVABILITB DES 
FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES 
Dans la suite, K designera un compact de @, K’ son interieur fin, 
H(K) l’espace des fonctions continues sur K qui s’approximent 
uniformement sur K par des fonctions harmoniques au voisinage 
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de K, ou encore l’espace des fonctions continues sur K, finement 
harmoniques sur K’. 
Si U est un ouvert fin de @ (pour le potentiel logarithmique usuel) 
et sif est fonction reelle ou complexe sur U, on dit que f est finement 
harmonique si elle est finement continue sur U et si pour tout point 
x,, E U, tout voisinage fin V de x,, , tel que V soit un compact de U, 
on ait 
(1) 
ou b est le mouvement brownien standard sur U c’est-a-dire le 
mouvement brownien de @ arrete au premier temps de sortie de U 
et oh T, designe le premier temps de sortie de V, sachant qu’on 
part de x0 a l’instant t = 0; ce temps d’arret TY est PO-presque 
stirement >0 car x,, est interieur fin a Vet par definition de la topologie 
fine sur C (voir [l]). Rappelons aussi que la loi de b(T,*) (K compact 
de C) sachant qu’on part de x,, E K’ est la mesure de Keldych de x,, 
pot-tee par la frontier-e fine de K (voir [2]). 
Etant don& un compact K de C, on a defini dans [3] la fonction 
de Green g*‘(x, y) de son interieur fin: c’est la limite decroissante 
regularisee de la suite go-%(x, y) oh (U,), est suite decroissante 
d’ouverts reguliers de fonction de Green gun et n U, = K. C’est 
une fonction finement surharmonique dans K’, c’est-a-dire qu’elle 
verifie au lieu de (1) l’inegalite: 
Le resuitat principal de [3] applique a la situation de C est le 
suivant. 
THBOR~ME 0. Soit f une fonction jinement harmonique dans un 
ouvert jin U de @; alors en presque tout point x E U, il existe un gradient 
(Vf)(x) et un voisinagefin V de x,, tel que: 
oh. l’on a appel& bwx(s), b,u(s) les d eux composantes indkpendantes de 
b,(s). De plus si x0 E U, il existe un voisinage jin V de x0 , F compact 
de U, et une suite (f,), de fonctions harmoniques au voisinage ordinaire 
de i;i qui converge uniformkment sur r vers f et tel que Glfn converge 
au sens L2( V, dx dy) vers Vf. 
De facon generale, pour tout operateur de derivation D=(S/axplaype) 
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P = PI + P2 9 on peut definir Df presque partout dans U de sorte que 
(2) soit satisfait avec f remplace par Df et pour presque tout x,, E U. 
2. DIFF~RENTIABILITI? DES FONCTIONS FINEMENT HOLOMORPHES 
Soit K un compact de C, R(K) I’algebre des fonctions qui s’ap- 
proximent uniformement sur K par des fonctions holomorphes au 
voisinage de K. 
D~~FINITION (B. Fuglede [4]). Soit U un ouvert fin de C (le 
potentiel &ant le potentiel logarithmique usuel) f une fonction 
complexe sur U. On dit que f est finement holomorphe si pour 
tout x,, E U, il existe un voisinage fin K de x0 , qui est un compact 
pour la topologie usuelle, contenu dans U tel que flK E R(K). 
On demontre immtdiatement que Re f et Imf sont finement 
harmoniques dans U, que 1 f 1 et log If I sont finement sous-harmo- 
niques. Par consequent les zeros de f forment un ensemble polaire 
si f n’est pas identiquement nulle. Nous aurons besoin du lemme 
suivant demontre dans [2] (Lemme 5). 
LEMME 1. soit f E wo (fA une suite d’approximation de f par 
des fonctions holomorphes au voisinage de K. 
Soit x,, E K’. Alors (f $“(xo))n converge vers une limite not&e f @)(x0) 
pour tout p entier. 
Soit U ouvert fin de C. Appelons O(U) la classe des fonctions 
complexes sur U, finement harmoniques telles que 
presque partout dans U avec Vf = (af/ax, af/ay) les composantes du 
gradient dtfini a la Section 3. Posons 8f/&z = 1/2[(8f/ax) - i(af/ay)]. 
LEMME 2. Les fonctions finement holomorphes SW U sont dans la 
classe 0( U) . 
Preuve. En effet les suites d’approximation que l’on prend sont 
dans ce cas des suites de fonctions holomorphes. Comme il y a 
convergence du gradient presque partout (Theo&me 0), on deduit 
le lemme. 
Si nous appliquons le ThCoreme 0 au cas des fonctions finement 
hoiomorphes, nous deduisons les resultats suivants. 
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THEORBME 1. Soit f une fonction jinement holomorphe sur U ouvert 
jk de Q=. Alors f est d e c asse 1 Cm au sens suivant: il existe V voisinage 
jin de x0 tel que: 
f(W~T,)) = fbo) + fATVf’(a,) 4 9 (1) 
0 
pour tout x0 E U, Pzo presque szirement, avec f ’ la fonction d@nie sur U 
gr&e au Lemme 2 (b e’tant le mouvement brow&n standard de 6I). 
(2) f’ est de la classe O(U) et admet un gradient de la classe O(U) 
qui est f “. De fagon gknkrale, la fonction f(P) dt;finie sur U gr&e au 
Lemme 2 est de la classe O(U) et admet pour gradient f (P+l), pour tout 
entier p. 
De plus pour tout x,, E U, il existe un voisinage fin de x,, , qui est 
un compact K C U tel que (fn’)n converge vers f’ au sens L2(K, dx dy) 
oiL (f,), est suite d’approximation uniforme de f par des fonctions 
holomorphes au voisinage de K. 
Preuve. (1) La dkfinition du dCbut du Section 4 permet de se 
rkduire au cas oti f E R(K) avec K compact d’indrieur fin non vide 
et V = K’. Si x0 E U, on a alors par le Thtor&me 0. 
..tATv 
fvL(~~ TV)) = fko) + Jo PfvL(s)) &J(s)* 
Mais si (f& est suite d’approximation holomorphe de f, Vfn = fn’ 
converge vers Of presque partout. On peut prolonger Vf par f’ 
partout par le Lemme 2. De la m&me faqon, la preuve du ThCor&me 3, 
montre que 
fyb,(fATv)) - f’P’(XO) = ,b^” (f(p+yb,(s)) db,(s), 
et maintenant pour tout x,, g cause du Lemme 2. 
Ceci dkmontre aussi que pour tout p, f (p)(b,(tA TV)) est une 
martingale continue partant de x,, , pour tout x,, , doncf (p) est finement 
harmonique sur V, d’oh f est finement harmonique sur U. 
Evidemment, 8f (P)/&? = 0 done f(p) est de la classe O(U). La 
dernike propridtk &on&e rksulte de la preuve du Thtortme 0, 
B condition de se restreindre A des ouverts fins plus petits. 
On peut dkduire de ce thCortme, plusieurs propri&s des fonctions 
finement holomorphes, et en particulier des fonctions de R(K). 
COROLLAIRE 1. Soit f E R(K). Alors les fonctions f (P) d+nies dans 
le Lemme 2, sont de la classe O(K’). 
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En particulier, pour tout x0 E K’, il existe un voisinage ouvert jin 
V, C K’ tel quef(“) ivp soit continu pour la topologie usuelle dans V, . 
COROLLAIRE 2. Soit 0’ ouaeyt $n de @, f E O(U). Alovs pour tout 
entier p, on a la formule de Taylor stochastique suivante SW un voisinage 
jin V de x,, : 
f(b(t A T”)) = f f’“‘(xo) H&AT,, b(tKr,) - x0) 
k=O 
+ jotAT” dbtl jofl dbtz -a- jot’+* f’y+“(b,) db, , 
oti Hk(t, x) est le Ki’me polyn6me d’Hermite dkjini par 
Hk(t, x)= k$ &/2t s (e-z212t) 
Preuve. Nous partons de la formule du ThCor&me 1 avec LX,, = 0 
f(b(tAT,)) = f(xo) + jt“Tvf’(b,J db, , 
0 
est des formules analogues pour toutes les d&i&es successives de f 
f’(b(tAT,)) = f’(xo) $ j-f”(bS) db, . 
0 
f’p)(b(t&,)) = f’“‘(xo) + jO’n’,/ip+lJ(b,) db, . 
En reportant ces formules les unes dans les autres, on en dCduit que 
fVWT,N = f@o> + f’(xo) bWTv) + f”(~o> JotAr” b(s) dN4 
+ --. + LtAT” db,, jot’ dbiz sb”‘/lp+l)(bs) dbs. 
11 faut calculer les intkgrales itCrCes 
s tmy s t1 I 1.k dbtl db,% ... dbtk+l . 0 0 0 
Pour cela on peut utiliser la mCthode de [5] (p. 36). 
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On introduit l’equation differentielle stochastique dZ = yZ db y 
&ant une constante dont la solution unique est la serie convergente 
z = +cm y”Z, 
*1=0 
avec 
Z,(t) = jot db(t,) jot1 db(t,) .. /ot”-’ d&J. 
Mais on verifie aussi directement que 
z(t) = exp(yW) - UP) ~9 
est solution de cette equation. Or on a Cvidemment 
exp(yb(l) - $y2t) = +f y”H,(t, b(t)) 
71=0 
d’oh le calcul des integrales it&es. 
COROLLAIRE 3. Soit fj nement holomorphe non co&ante dans un 
ouvert jin jinement connexe U C @. Alors f est jkement ouverte (au 
sens ozi l’image par f d’un ouvert jin de U est un ouvert jin de a=). 
Preuve. Soit x,, E U, V voisinage tin de x0 dans U. 
Par le Theoreme 4, on a 
oh 6 est un mouvement brownien standard de C et TV est le changement 
d’horloge defini par 
s 
tnry 
TtAry = I f’Wl” ds. 
0 
ConsidCronsf( V) C @ et soit le temps de sortie def( V) du brownien 
standard issu def(x,). Par la loi du O-1 il est ou bien nul, presque 
surement en partant de f (x0), ou bien stricteme’nt positif, presque 
surement. 
Par consequent 7Ty est ou bien nul PQ presque surement, ou bien 
est strictement posrtif Pxo presque stirement. 
La premiere Cventualite est Impossible, car sinon on aurait 
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if’(b(stlT,))I = 0 pour tout s, d’ou d’apres la formule donnant 
f(b(t~IT,)) on auraitf = f(~,,) dans tout v. Orf -f(~,,) est finement 
holomorphe dans U, nulle sur I’ et ses zeros sont done, ou bien 
polaire, ou bien tout U. Comme f n’est pas constante dans U, ses 
zeros sont done polaire, done de mesure nulle, et ne sauraient contenir 
tout un ouvert fin (d’aprb [3]). A insi la seconde Cventualite est la 
seule possible etf(b(t/lT,)) -f( x,, es un brownien change de temps ) t
par un changement d’horloge non trivial et f(xo) est interieur fin 
def (V>* 
Remarque. Dans le cas des fonctions finement holomorphes, 
pour obtenir l’existence de gradients en tout point de l’indrieur fin, 
nous avons utilise le fait que tout point de I’interieur fin de K est 
un point oh R(K) admet des derivations bornees de tout ordre (voir 
[2 et 6]), c’est-a-dire que pour tout x0 E K’ \f(P)(xO)i < C llfllK 
pour tout f holomorphe au voisinage de K. 
De telles majorations par 11 fllK sont impossibles pour les fonctions 
de H(K) en general: voici un contre exemple tres simple: soit K 
le compact obtenu en enlevant du disque unite ferme la suite des 
disques ouverts D(aj , ri) de centre 
aj = 1/2(2-j + 2-j+‘) 
de rayon jrj = 2-j”. 
Alors 0 est point interieur fin a ce compact le cridre de Wiener pour 
0 s’ecrivant Cj’c”,j/(log l/rj) < + Co. Soit alors J-&a) = log / Z - Uj I 
qui est harmonique au voisinage de K. 
Son module maximum est I log rj 1 et / V’j(O)I = l/aj . 11 est bien 
clair qu’il n’existe aucune constante telle que 
i < cste 1 log rj 1 
3 
(voir [3]). 
3. TH~ORBME D'APPROXIMATION Lp POUR LA CLASSE O(U) 
Soit toujours K un compact de @, E(K) I’espace des fonctions 
continues f sur K telles que f E O(K’). Done E(K) est l’espace des 
fonctions complexes continues sur K, finement harmoniques sur K’ 
telles que 2f = 0 sur K’. Clairement E(K) 3 R(K). 
LEMME 3. E(K) est une alg2bre uniforme. 
Preuve. 11 est immediat que E(K) est un espace de Banach pour 
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la convergence uniforme. Cela resulte des Theoremes 1 bis et 2 de [3]. 
Montrons que E(K) est une algebre. Soient f, g dans E(K). D’aprb 
le ThCoreme 0 il existe deux suites (f,), , (g,), de fonctions harmo- 
niques complexes au voisinage de K qui convergent uniformement 
sur K vers f et g respectivement. Soit x0 E K’. 11 faut Ctudier 
(f&)(~(~~~K’)) = (fn&J(Xo) + jotATK’ (Pfn) g7L + f7zV&)@J db, 
+ CATK’ 
F’fn I VgnPs) ds. 
Mais 
De plus cette quantite tend vers 0 sur K’. 
D’autre part, 
Mais la preuve du Theoreme 2, montre que le membre de droite 
tend vers 0 puisque il y a convergence des d&i&es pour la norme L2 
des fonctions non anticipantes. Par consequent on en deduit que 
m  tAF,. 
J Pfn I VgnPJ ds - 0 0 
P”o presque surement. 
Montrons maintenant que 
. UT,, 
J Pfn) gn + fn(gnWJ 4 - s 
till-,. 
(f ‘g + gjFW4 dh . 
0 0 
Pour cela on etudie par exemple, 
EZO ((jot ^%’ ((Vfn) gn - f ‘g)(b) dh)2) 
(Pfn)gn - f ‘g)” (b,) ds) 
F’fn - f’) gn - f’(g - cJ12 (h) ds) 
= EZO (jot""' Pfn - f ‘j2 gn ds) 
+-E”O (LtATK’f ‘“(g -gn)’ A) + EZO (sd”“’ Ffn -f ‘lgnf ‘(g -gJ A). 
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Le premier terme tend vers 0 car Vfil - f’ 4 0 au sens des variables 
aleatoires non anticipantes A2 et g, est bornee. Le second terme tend 
vers 0 car g - g, ---f 0 uniformement et Exe jrT”f’2(b,) ds est fini. 
Le troisieme terme tend vers 0 car g - g, 0 uniformement sur K 
et que E,‘o JrTK’ Pfn - f’)f’(bJ d ) s est une integrale convergente. 
Remarque. On peut avoir E(K) # R(K): c’est le cas des compacts 
de C d’interieur fin vide tel que R(K) # C(K) (par exemple, les 
exemples de Mac Kissick ou Browder). Demontrons maintenant un 
theoreme d’approximation Lp pour I’algebre E(K). 
TH~OR~CVIE 2. Soit f E E(K). Pour tout x0 E K’, il existe un compact 
L, contenu dam K’ et voisinage jin de x0 tel que fiL E Rp(L) pour tout 
1 ,< p < +a, (0; Re(L) d’ g es2ne l’adhkrence dans LP(L, dx dy) de 
l’ensemble des fonctions holomorphes au voisinage ordinaire de L). 
Preuve. Soit E > 0 fix& gK’(X, , y) la fonction de Green de K’, 
LT = ( y E K’/gK’(x, , y) > E}, L un compact de U, voisinage fin de 
x,, , (fT2),, une suite de fonctions harmoniques au voisinage de K 
qui converge uniformement sur K vers f de sorte que 
Vfn IL + af/az IL au sens L2(L, dx dy) 
(voir demonstration du Theoreme 2). Appelons R,(L) les fonctions 
rationnelles a poles hors de L. Soit # E L’J(L) orthogonale a R,,(L) 
avec (l/p> + (l/q) = 1. 
Soit $X4 = J v(l) d5 h/(5 - 4 sa transform&e de Cauchy, nulle 
hors de L. Prenons 2 < p < + so. Alors soit 1 < 01 < 2 tel que 
l/2 = 1 /X + l/q - 1. Comme l/z est L;,, pour 1 < a: < 2, il 
s’ensuit que $ E L2(L, dx dy). Montrons maintenant que v annule f 
ce qui achevera le theortme; pour tout n, soit U, le voisinage ouvert 
de K ou fn est harmonique, xn une fonction C” a support compact 
dans l,‘,, , &gale B 1 au voisinage de K. On a alors 
Mais fL fnp) dx dy ---f JL fy dx dy puisque (f,Jn converge uniforme- 
ment vers f sur K. D’autre part 
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car xn est bornee par 1, 6 est L2(L, dx dy) nulle hors de L et (af,/az) + 0 
dans L2(L, dx dy) a cause du choix que nous avons fait de L. 
Enfin Jcf,(ax,/aZ)@ dx dy = 0 car $5 = 0 sur Comp. L et 
(+,/aZ) = 0 sur L. 
Ainsi on a bien JL fy dx dy = Cl ce qui termine le theoreme. 
Nous en deduisons aussitot le corollaire suivant en utilisant le 
Theoreme 2. 
Remarque. Ce theoreme est valable pour f de la classe 0( 17) pour 
U ouvert fin de @ car une fonction finement continue est localement 
finement, continue pour la topologie usuelle. 
THBOR~IE 3. Soit f E R(K), x,, E K’. I1 existe un voisinage Jin L 
de x0 , qui est un compact contenu duns K’ tel que f (p) IL. s’approxime au 
sens Lr(L, dx dy) par des fonctions holomorphes au voisinage ordinaire 
deL et cecipour 1 <Y < fco. 
Preuve. On sait que les fonctions f (P) sont dans la classe O(K’) 
(Cor. 1 du ThCor. I), done en particulier elles sont finement continues. 
Utilisons alors le lemme suivant dti a B. Fuglede ([4]). 
LEMME 4. Soit U ouvert fin. de @, (g,), une suite de fonctions 
finement continues sur U, x0 E U. Alors il existe un compact KC U 
voisinage fin de x0 tel que les g, Ip soient toutes continues pour la topologie 
usuelle de K. 
Ici on applique le lemme aux g, = f tn) et on deduit que x,, admet 
un voisinage fin L C K’ tel que f (a E E(L). 
On conclut par le ThCoreme 2. 
4. THI~OR~MES DE ~BRIVATION PONCTUELLE 
TH~~OR~ME 4. Soit f Jinement holomorphe duns un ouvert fin U C @. 
Pour tout entier p, il existe un ouvert fin W( p, f) C U, finement dense 
duns U tel quef tk) jw(r,t) soitjnement holomorphepour tout k E {O,..., p}. 
Preuve. En utilisant la definition de la Section 2 nous sommes 
ramenes aussitot au cas d’un compact. KC @ d’interieur fin K’ non 
vide et d’une fonction f E R(K). La demonstration est alors une 
adaptation de celle de [6]. 
LEMME 5. Soit K compact de @, f E R(K). 
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Pour tout entier p, il existe une fonction rtelle Cp(x, f) d$nie et 
finie SW l’intkieur Jin de K, semi continue infhieurement telle que 
I f(“Wl < C&,.0 ilf ilk , 
pour tout x E K’, tout k < p. 
Preuve du Lemme 4. Soit ( f,Jn une suite d’approximation uniforme 
de f par des fonctions holomorphes au voisinage de K. Nous pro- 
longeons fn de facon C”, a support compact dans un disque d(x, R) 
avec R > 1 assez grand, fn &ant toujours holomorphe au voisinage 
de K, x E K’ &ant fix& On a alors la majoration immediate 
Les estimees de Melnikov des integrales de Cauchy donnent 
s 
fV3 II fTZ 11-l dz 
lZ.4+-” (z - xjP+l 
,< +cm 2k(P+l)y(Ak(x) n KC) 
k=O 
oh y est la capacite analytique, A,.(x) la couronne de centre x et de 
rayons 2-k et 2-k-l. D ‘aprb [2] Lemme 6, cette somme est finie 
pour tout x E K’. 
11 suffit alors de poser 
qui est done fonction finie dans K’ et Cvidemment sci. 
LEMME 6. La topologie jine sur @ vkije la propriM de Baire. 
Preuve du Lemme 5. Elle decoule aussitbt du fait qu’on peut 
trouver un systeme fondamental de voisinages fins qui sont des 
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compacts pour la topologie usuelle et de la propriete de Baire pour 
les compacts. 
FIN DU THBOR~ME 4. Considerons l’ensemble des x de K’ au 
voisinage fin desquels CD(x,f) est borne. 
Par le principle de Baire, cet ensemble est ouvert fin finement dense 
de K’, on l’appelle W(p, f). 
On deduit que sur W(p, f) la suite (fE))n converge uniformement 
versf’“) pour k < p. 
Le theoreme suivant montre qu’on peut obtenir les derivees 
successives de fonctions finement holomorphes comme des limites de 
quotients differentiels. 
THBORBME 5. Soit U ouvert fin de @, f une fonction jkement 
holomorphe dans U; alors pour tout entier p > 0, pour tout xg E U, on a 
lim inf fine 
I 
f’“‘(x) - f’“‘(xo) 
3+x0 x - X” 
- f’“‘“(xo) / = 0. 
De plus pour tout x, E U, il existe une suite (x,), qui tend vers 0 pour 
la topologie ordinaire induite sur U telle que pour pour n -+ + co. 
Preuve. La propriete B demontrer &ant finement locale, la defini- 
tion d’une fonction finement holomorphe du Section 4 nous ramene 
aussitbt au cas oh f E R(K), K voisinage fin de x,, , compact dans U. 
Supposons pour simplifier, que x0 = 0. On va voir le lemme suivant. 
LEMME 4. Pour tout p >, 0, on a PO presque siirement 
lim inf f’“‘(bw(tnT,‘)) - f’“‘(O) 
t-o+ I L(t~T,*) 
-f’““‘(O) / = 0. 
Preuve. Comme T,, > 0, PO presque surement et que le point 0 
est de capacite nulle pour le potentiel de C, on peut effectivement 
diviser par b,(tAT,,) pour t > 0. 
Ecrivons alors le developpement fin def(p) ?I l’ordre 2 comme au 
Corollaire 2 du Thtoreme 1: il vient 
f’“‘(b&lT,~)) = p’(0) + f’““‘(0) zJ(tLlT,,) 
+ j-y db, I’~r~‘~(“+“(b(lulT~,)) db, . 
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11 s’agit done d’etudier la quantite 
Nous remarquons qu’on peut trouver deux browniens standard b, 
et b, sur C tels que: 
puis 
oh les changements d’horloge introduits sont 
7,(S/pK’) = is*4TK’ 1 f’“+“‘(b(unT,~))~” du. 
‘0 
T&/lTK’) = s tAT,. I ~,(~&~~K~))l” A. 0 
Posons pour simplifier 
q(t) = d2t log(l/t) $4(t) = \ ,‘2t log log l/t. 
Le module de continuite du brownien est presque stirement p)(t) 
(voir [7]) de sorte que, pour t -+ 0. 
Comme nous allons faire un raisonnement trajectoires par trajectoires, 
nous pouvons supposer t assez petit pour t < TK,(w) la trajectoire w 
&ant $xe’e. On a de m&me 
I W2(t))l d dQJ(~&))‘)~ 
D’autre part lim supl+a / b(t)]/+(t) = 1 presque sbrement, d’oti 
presque stirement, il existe une suite t, 4 0 telle que 
I WtJ 3 (1 - 6) WI). 
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Mais on a 
le maximum de droite &ant fini car s -tf(pt2)(b,(~)) est fonction 
continue presque stirement (puisqu’elle s’exprime comme intkgrale 
stochastique faisant intervenir f@+“)) (quitte g rCtrCcir K). 
D’autre part on peut supposer que le maximum est presque 
skement strictement positif, car sinon, f(1.‘+2)(b,(S)) = 0 pour 
s < TX, pour un ensemble de w de probabilitk >O. Mais f(“+“) 
est de la classe O(U), de sorte que log lf(~+~) ~ est finement sous 
harmonique, done les zCros def (p+2) sont polaires. Mais une trajectoire 
du brownien n’est pas polaire, d’oh f’“+“) serait nulle sur toute 
la composante connexe fine de U contenant x0 . 
On en dCduirait alors que f (P+l) serait une fonction constante 
(par intkgrale stochastique de f (p-t”)) dans la composante connexe 
fine de U contenant x0 et de proche en proche que f serait un polyn6me 
de degrC p + 1; dans ce cas la conclusion du thCor&me serait, de 
fait, immkdiate. ainsi on peut supposer le maximum. 
M = max if(“+“)(bJs))l’ > 0; 
s&TK, 
de sorte que l’on peut majorer log l/t, par log l/(~-~(t,,)l + log M et 
alors on voit aussitdt que Aln + 0. 
Remarque. Dans [2] on obtient un thCorZme de dkivation ponc- 
tuelle en x0 sous l’hypoth&e que le potentiel newtonien de la mesure 
de Keldych de x,, , calculC en x0, soit fini. Mais dans ce cas, on obtient 
en plus une formule de reprksentation intkgrale de la dCrivCe premiere 
f ‘(x0) sur la frontike fine 
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